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数理统计直观教学的实验设计与Ｒ程序实现
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摘　要：针对数理统计中关于格列汶科定理、正态抽样定理、点估计和区间估计在教学中的常见疑惑和问题

进行讨论与分析，通过实验设计和Ｒ程序，以图形方式加以直观解决。该实验设计一方面促进了学生对于数

理统计理论与方法的理解、提升了教学效果，另一方面也为Ｒ软件在教学上的应用提供一种思路。
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　　数理统计独特的思维方式、抽象的理论、多学科知
识的融合和丰富的应用，使得学生在学习这门课程时
存在着一定的困难［１］。数理统计教学的重点和难点在
于如何把统计思想和统计方法阐述清楚，并将其应用
到实际问题中，这一点在文献［２－３］中有充分阐述。关
于统计思想和方法论的教育，有很多学者发表了富有
建设性的观点，例如在教学中充分利用统计软件［４］和
仿真技术［５］，强化实验教学［６］和设计性实验［７－１０］等。
本文借助Ｒ软件强大的随机模拟和绘图功能［１１］，

针对数理统计教学中的疑难点，特别是对抽象的统计
思想及原理，提出以实验设计和图形展示为主的直观
教学［１２］模式，并以格列汶科定理、正态抽样定理、点估
计和区间估计的教学为例予以说明，目的是促进学生
对课程内容的理解、提升教学效果，同时也尝试培养学

生的动手能力和创新应用能力。

１　格列汶科定理

设总体Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ），经验分布函数为

Ｆｎ（ｘ），则格列汶科定理可以描述成：

Ｐ（ｌｉｍ
ｎ→!

ｓｕｐ
－!＜ｘ＜＋!

｜Ｆｎ（ｘ）－Ｆ（ｘ）｜＝０）＝１

当ｎ→ !时，可以用经验分布函数估计分布函数。
但在实际应用中，ｎ取多大是个令人困惑的问题。为
此设计实验来直观解决这个问题。从标准正态总体中
分别抽取３０，５０，１００，２００，４００，５００，８００，１０００个样本，
绘制经验分布函数并与分布函数进行比较，以两个图
形的重叠程度来判断逼近程度（见图１），Ｒ程序如下：

　　ｎｓ＝ｃ（３０，５０，１００，２００，４００，５００，８００，１０００）
ｙ＝ｓｅｑ（－４，４，ｂｙ＝０．００１）

ｐａｒ（ｍｆｒｏｗ＝ｃ（２，４））

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：８）

｛　ｐｌｏｔ（ｙ，ｐｎｏｒｍ（ｙ），ｔｙｐｅ＝′ｌ′）

ｘ＝ｒｎｏｒｍ（ｎｓ［ｉ］）

ｌｉｎｅｓ（ｅｃｄｆ（ｘ），ｃｅｘ＝０．１）

ｔｅｘｔ（－２．５，０．９，ｐａｓｔｅ（′ｎ＝′，ｎｓ［ｉ］，ｓｅｐ＝″′））

｝

ＩＳＳＮ　１００２－４９５６
ＣＮ１１－２０３４／Ｔ 　　　　　　　　 　　　
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　　由图１可粗略地看出，经验分布函数要较好地逼
近分布函数，ｎ不能太小。当ｎ为１００和２００时，从逼
近程度看还是可以接受的；若想得到更好的逼近效果，

ｎ应不小于２００。从教学角度讲，直观地展示定理结论

是一方面，而了解定理的适用条件也是必要的。因此
建议把寻找满足某个逼近标准的最小样本容量ｎ的问
题作为课外探索题，这样更能增强学生对定理的理解
程度。

图１　经验分布函数与分布函数比较

　　该定理的特别之处在于它研究的是｜Ｆｎ（ｘ）－
Ｆ（ｘ）｜变量的偏差上界，虽然理论上已经对它的分布
做了证明并能给出相应的概率，但还是没给出ｎ多大
时才能较可靠地使用这个定理。不妨通过抽样模拟来
刻画这个过程：以标准正态分布为例，让样本容量ｎ从

１０变到５００，对每个ｎ，模拟１００次得到１００个样本，
并计算每个样本的经验分布函数与分布函数偏差的最

大值，再计算最大值序列的极差，最后画极差图（见图

２），Ｒ程序如下：

　　ｇｅｔｍａｘ＝ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｓｉｚｅ，ｎ）
｛ａ＝ｎｕｍｅｒｉｃ（ｓｉｚｅ）

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｓｉｚｅ）｛

ｘ＝ｒｎｏｒｍ（ｎ）；ｔｍｐ＝ｋｓ．ｔｅｓｔ（ｘ，′ｐｎｏｒｍ′）

ａ［ｉ］＝ｔｍｐ＄ｓｔａｔｉｓｔｉｃ｝＃利用ｋｓ检验得到最大偏差

ｒｅｔｕｒｎ（ａ）

｝

ｎ＝ｓｅｑ（１０，５００，ｂｙ＝１０）；　ｎｌｅｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ｎｓ）

ｍａｔ＝ｍａｔｒｉｘ（０，ｎｒｏｗ＝２，ｎｃｏｌ＝ｎｌｅｎ）

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｎｌｅｎ）ｍａｔ［，ｉ］＝ｒａｎｇｅ（ｇｅｔｍａｘ（１００，ｎ［ｉ］））

ｐｌｏｔ（ｎ，ｍａｔ［１，］，ｙｌｉｍ＝ｃ（０，ｍａｘ（ｍａｔ［２，］）＋０．０１），ｃｅｘ

＝０．５）

ｐｏｉｎｔｓ（ｎ，ｍａｔ［２，］，ｃｅｘ＝０．５）

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｎｌｅｎ）ｌｉｎｅｓ（ｃ（ｎ［ｉ］，ｎ［ｉ］），ｍａｔ［，ｉ］）

从图２可直观看出，极差变化先随ｎ的变大快速
变窄，当ｎ≈２００时，极差变化趋于平缓，之后基本保持
不变。可见ｎ≥２００是个不错的选择，这也进一步肯定

了图１的结论。

图２　最大偏差的极差图

２　正态抽样定理的一个直观描述

设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是正态总体Ｎ（μ，σ
２）的一个样

本，则Ｘ，Ｓ２ 独立，且 （ｎ－１）Ｓ２／σ２ ～χ
２（ｎ－１）。

关于Ｘ，Ｓ２ 为什么会相互独立，为什么抽样分布
（ｎ－１）Ｓ２／σ２的自由度不是ｎ的问题，若从理论上证明
则过于数学化，并不适合大部分工科学生。但若给出
定理的模拟过程，从图形上直观解释，反而能起到事半
功倍的效果。为此给出实验设计：以 Ｎ（１，２２）中的
１０　０００个随机数为一个样本，计算 （ｎ－１）Ｓ２／σ２ ，反复

做 １００ 次；然后画出经验分布图并与 χ
２（９９）及

χ
２（１００）的分布图进行比较，再画（ｎ－１）Ｓ２／σ２相对于

３４１吕书龙，等：数理统计直观教学的实验设计与Ｒ程序实现



Ｘ的散点图（见图３），Ｒ程序如下：

　　ｎ＝１００；　ｔｉｍｅｓ＝１０００；　ｍｅａｎ＝１；ｓｄ＝２；　Ｎ１＝９９；

Ｎ２＝１００；ｓｎ＝ｎｕｍｅｒｉｃ（ｔｉｍｅｓ）；　ｔｍｐ＝（ｎ－１）／（ｓｄ^２）

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｔｉｍｅｓ）｛

　ｓｅｔ．ｓｅｅｄ（ｉ）；ｘ＝ｒｎｏｒｍ（ｎ，ｍｅａｎ，ｓｄ）；　ｓｎ［ｉ］＝ｔｍｐ＊

ｖａｒ（ｘ）｝

ｐｌｏｔ（ｅｃｄｆ（ｓｎ），ｖｅｒｔｉｃａｌｓ＝ＴＲＵＥ，ｄｏ．ｐｏｉｎｔ＝ＦＡＬＳＥ）

ｎｘ＝ｓｅｑ（７０，１４０，ｂｙ＝１）

ｌｉｎｅｓ（ｎｘ，ｐｃｈｉｓｑ（ｎｘ，Ｎ１），ｌｔｙ＝２，ｌｗｄ＝２）

ｌｉｎｅｓ（ｎｘ，ｐｃｈｉｓｑ（ｎｘ，Ｎ２），ｌｔｙ＝４）

ｌｅｇｅｎｄ（１３０，０．８，ｃ（′经验分布函数′，′ｃｈｉｓｑ（９９）′，′ｃｈｉｓｑ
（１００）′），ｌｔｙ＝ｃ（１，２，４），ｃｅｘ＝０．７５，ｌｗｄ＝ｃ（１，２，１）

由图３可知 （ｎ－１）Ｓ２／σ２ 抽样的经验分布与

χ
２（９９）的分布函数在大部分区域中更为接近，这也证

实了 （ｎ－１）Ｓ２／σ２ 的分布为χ
２（９９）。而左上角Ｘ 与

（ｎ－１）Ｓ２／σ２ 的散点图直观看出两者之间并无趋势性
关系，可断定两者相互独立。显然这已经达到直观教
学的效果了。

图３　 （ｎ－１）Ｓ２／σ２ 与χ
２（９９），χ

２（１００）的比较

３　矩估计和极大似然估计的比较

矩估计方法简单易用，但也有明显的缺点，例如估
计量表示不唯一、样本信息利用不充分等。极大似然
估计能克服矩估计的缺点，在实际中应用更广泛。相
信学生并不喜欢这样的比较，而若能配置一个实例进
行直观展示，将会收到良好的教学效果。实验设计为：
从总体Ｕ（０，θ）（不妨设θ＝１０）中抽取容量ｎ＝２０的
一个样本，计算θ的矩估计和极大似然估计，重复４０
次后绘制估计值（见图４），Ｒ程序如下：

　　＃ｅｓｔ１和ｅｓｔ２分别记录每次的矩估计和极大似然估计值
ｎ＝２０；　ｔｉｍｅｓ＝４０；　ｅｓｔ１＝ｒｅｐ（０，ｍ）；　ｅｓｔ２＝ｒｅｐ（０，

ｍ）

ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｔｉｍｅｓ）

　｛ｘ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，１０）；ｅｓｔ１［ｉ］＝２＊ｍｅａｎ（ｘ）；　ｅｓｔ２［ｉ］

＝ｍａｘ（ｘ）｝

ｐｌｏｔ（１：ｍ，ｅｓｔ１，ｔｙｐｅ＝″ｌ″，ｙｌｉｍ＝ｃ（ｍｉｎ（ｃ（ｅｓｔ１，ｅｓｔ２））－

０．１，ｍａｘ（ｃ（ｅｓｔ１，ｅｓｔ２））＋０．１））

ｐｏｉｎｔｓ（１：ｍ，ｅｓｔ１）；　ｌｉｎｅｓ（１：ｍ，ｅｓｔ２）

ｐｏｉｎｔｓ（１：ｍ，ｅｓｔ２，ｐｃｈ＝１６）；　ａｂｌｉｎｅ（ｈ＝１０）　＃画出真

值直线

图４　均匀分布参数两种估计的比较

矩估计θ^＝２　Ｘ是无偏的，但从图４看出，它经常
出现严重的高估和低估的情况，造成不合理的估计结

果；而极大似然估计θ^＝ ｍａｘ｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝虽然是
有偏的（略微低估），但波动小、稳定、符合实际。这个
例子充分说明，一个估计量仅满足无偏性是不够的，因
为无偏性只反映估计量在真值附近波动，而没有反映
出波动的大小。

４　参数的置信区间

参数θ的区间估计总是在满足置信度１－α的前

提下，寻找最短的一个随机区间［θ^１，θ^２］，使得Ｐ（θ^１≤

θ≤θ^２）＝１－α。这个写法易误解为参数θ落在区间

［θ^１，θ^２］的概率为１－α。实际上参数θ是待估常数，并
非随机变量，所以区间估计是寻找包含参数θ的随机

区间 ［θ^１，θ^２］，使得Ｐ（［θ^１，θ^２］包含θ）≥１－α。不过
对于离散型分布而言，这个置信度１－α并不容易精确

达到，所以表示成Ｐ（［θ^１，θ^２］包含θ）≥１－α更为合
理。对于置信度１－α的统计意义，实验设计如下：
给定置信度１－α，从正态总体中抽取５０个随机

数，计算均值的置信区间；重复该过程Ｎ 次（Ｎ＝１００）
得到Ｎ 个置信区间并绘制成空心端点垂线图，然后绘
制真值水平线，将没被水平线穿过的区间用实心端点
表示（见图５），Ｒ程序如下：

　　Ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ＝ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｎ＝５０，ｔｉｍｅｓ＝１００，ｍｕ＝０，ｓｄ＝１，

ａｌｐｈａ＝０．０５）

｛ｉｎｔｅｒｖａｌ＝ｍａｔｒｉｘ（０，ｎｒｏｗ＝ｔｉｍｅｓ，ｎｃｏｌ＝２）　

　ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｔｉｍｅｓ）｛

　　ｘ＝ｒｎｏｒｍ（ｎ，ｍｕ，ｓｄ）；　ｍｘ＝ｍｅａｎ（ｘ）

　　ｕ＿ｈａｌｆ＝ｑｎｏｒｍ（１－ａｌｐｈａ／２，ｍｕ，ｓｄ）＊ｓｄ／ｓｑｒｔ（ｎ）

　　ｉｎｔｅｒｖａｌ［ｉ，］＝ｃ（ｍｘ－ｕ＿ｈａｌｆ，ｍｘ＋ｕ＿ｈａｌｆ）｝
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　ｍｉｎｙ＝ｍｉｎ（ｉｎｔｅｒｖａｌ）－０．０１；　ｍａｘｙ＝ｍａｘ（ｉｎｔｅｒｖａｌ）＋

０．０１

　ｐｌｏｔ（１：ｔｉｍｅｓ，ｓｅｑ（ｍｉｎｙ，ｍａｘｙ，ｌｅｎｇｔｈ＝ｔｉｍｅｓ），ｔｙｐｅ

＝′ｎ′）

　ａｂｌｉｎｅ（ｈ＝ｍｕ）

　ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：ｔｉｍｅｓ）｛

　　ｉｆ（ｐｒｏｄ（ｉｎｔｅｒｖａｌ［ｉ，］－ｍｕ）＞０）ｐｏｉｎｔｓ（ｃ（ｉ，ｉ），ｉｎｔｅｒ－

ｖａｌ［ｉ，］，ｐｃｈ＝１６）

　　ｅｌｓｅ　ｐｏｉｎｔｓ（ｃ（ｉ，ｉ），ｉｎｔｅｒｖａｌ［ｉ，］，ｐｃｈ＝１）

　　ｌｉｎｅｓ（ｃ（ｉ，ｉ），ｉｎｔｅｒｖａｌ［ｉ，］）｝　
｝

Ｃｏｆｉｄｅｎｃｅ（５０，１００，０，１，０．０５）

在置信度为９５％的前提下，不包含参数真值的区
间数不超过５次，从图５可看出：该模拟有３次不包含
真值，符合这个要求。显然Ｎα只是不包含真值这个
事件的频数，受样本的随机波动影响，不具有严格的相
等性约束。

图５　置信度的一次模拟图形

５　关于最短双侧置信区间的讨论

双侧区间估计是在满足置信度１－α时，寻找最短

的一个随机区间 ［θ^１，θ^２］，通常是利用已知分布的双
侧分位点换算得到。而双侧分位点总是习惯取为

ｘ１－α／２ 和ｘα／２ ，不妨称为标准置信区间。在对称型分布
中，比较容易推证这样取到的区间长度是最短的；但对

于非对称型分布如χ
２（ｎ），则不一定有这样的结论。

以χ
２（ｎ）为例，取α＝０．０５，分别取９个自由度，将标准
置信区间标记为ｓｔａｎｄａｒ，然后取其左端点前后２００个
点作为相比较区间的左端点，再寻找满足置信度为

０．９５的右端点，并绘制成区间长度曲线，最后把标准
区间长度画成与曲线相交的水平直线（见图６）。Ｒ程
序如下：

　　ｎｓ＝ｃ（２，４，６，８，１０，１５，２０，２５，３０）
ａｌｐｈａ＝０．０５

ｐａｒ（ｍｆｒｏｗ＝ｃ（３，３））

ｆｏｒ（ｎ　ｉｎ　ｎｓ）

｛ｍａｔ＝ｍａｔｒｉｘ（０，ｎｒｏｗ＝２００，ｎｃｏｌ＝２）

　ｓｔａｎｄａｒ＝ｃ（ｑｃｈｉｓｑ（ａｌｐｈａ／２，ｎ），ｑｃｈｉｓｑ（１－ａｌｐｈａ／２，ｎ））

　ｍａｔ［，１］＝ｓｅｑ（ｓｔａｎｄａｒ［１］／２０，ｓｔａｎｄａｒ［１］＊１．２，ｌｅｎｇｔｈ

＝２００）

　ｆｏｒ（ｉ　ｉｎ　１：２００）

　｛ｐ＝ｐｃｈｉｓｑ（ｍａｔ［ｉ，１］，ｎ）

　　ｍａｔ［ｉ，２］＝ｑｃｈｉｓｑ（ｐ＋１－ａｌｐｈａ，ｎ）

　｝

　ｐｌｏｔ（ｍａｔ［，２］－ｍａｔ［，１］，ｔｙｐｅ＝′ｌ′，ｘｌａｂ＝ｐａｓｔｅ（′ｎ＝′，

ｎ，ｓｅｐ＝′′），ｙｌａｂ＝′区间长度′）

　ａｂｌｉｎｅ（ｈ＝ｓｔａｎｄａｒ［２］－ｓｔａｎｄａｒ［１］）

｝

从图６可明显看出，标准置信区间并非是满足置
信度前提下的最短区间，即使是自由度ｎ较小时也不
是最长的。随着自由度ｎ的增加，标准置信区间的长
度逐渐逼近最短置信区间的长度，因此由标准置信区

间导出双侧区间估计还是可行的。对于χ
２（ｎ），其最

短置信区间的左端点均在χ
２
１－α／２（ｎ）左侧，且是唯一

的。当自由度ｎ≤２时，最短置信区间左端点在０处达

到；当ｎ≥３时，χ
２
１－α／２（ｎ）随着ｎ的增大而逐渐靠近最

短区间的左端点；在ｎ≥２０时，相对偏差低于１０％。
上述过程直观地展示了标准置信区间的渐进收敛

性，是对区间估计教学的直观补充，更是对习惯性使用
标准置信区间的一种直观解释。此外，还可以将寻找
最短置信区间留作课后探索性实验题，让学生探讨置
信区间的常规求解方法。
从图６还看到：当自由度ｎ≥２０时，标准置信区间

长度已经很接近最短区间长度。此处ｎ≥２０可作为区

间估计实际应用的一种参考；其次也说明此时χ
２（ｎ）

的分布已经很接近对称型分布了。实际上，从χ
２（ｎ）

的构造定义知其满足独立同分布中心极限定理的条

件，于是容易推出χ
２（ｎ）的渐进分布为正态分布Ｎ（ｎ，

２ｎ），而正态分布就是对称型分布，这就不难解释上述

的结论。以下给出不同自由度下χ
２（ｎ）的密度函数比

较（见图７），Ｒ程序如下：

　　ｎｓ＝ｓｅｑ（１０，４０，ｂｙ＝１０）
ｐａｒ（ｍｆｒｏｗ＝ｃ（１，４））

ｆｏｒ（ｎ　ｉｎ　ｎｓ）

｛

　　ｘ＝ｓｅｑ（０．０１，ｎ＊２，ｂｙ＝０．１）

　　ｐｌｏｔ（ｘ，ｄｃｈｉｓｑ（ｘ，ｎ），ｔｙｐｅ＝′ｌ′，ｘｌａｂ＝ｐａｓｔｅ（′ｎ＝′，ｎ，

ｓｅｐ＝″））

｝
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图６　χ
２（ｎ）不同自由度下置信区间的比较

图７　χ
２（ｎ）的密度函数

６　结语

在数理统计教学中引入Ｒ统计软件是一种趋势，
利用Ｒ强大的随机模拟和绘图功能，通过设计合理的
实验和编写程序，可将数理统计的概念、理论和方法演
绎得更生动、更直观。这种直观的处理方式可增强学
生对课程知识的理解，也能提升课程内容的趣味性和
实用性，更能激发学生的探索兴趣和创造性。现在已
有越来越多的学生主动关注利用Ｒ软件和统计方法
去解决实际的问题。
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