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抽样分布渐近正态近似计算中

最小自由度的估计与教学思考

吕书龙，　刘文丽
（福州大学 数学与计算机科学学院，福州 ３５０１１６）

　　［摘　要］通过等距采样和随机采样方式分别计算不同自由度下抽样分布与其渐近正态分布在分布函数

上的绝对偏差，并建立绝对偏差平方和均值或平均绝对偏差与抽样分布自由度之间的非线性回归方程，结合

各种直观有效的图形趋势分析，最终给出满足指定偏差要求时可用正态分布近似计算的最小自由度的估计．
［关键词］随机模拟；抽样分布；自由度；非线性回归

［中图分类号］Ｏ２１２　　［文献标识码］Ｃ　　［文章编号］１６７２－１４５４（２０１７）０３－００８１－０８

文献［１］给出χ２（ｎ）分 布、ｔ（ｎ）分 布 和Ｆ（ｍ，ｎ）分 布 之 间 的 关 系，文 献［２］从 概 率 密 度 角 度 给 出

ｔ（ｎ）分布渐近正态性的一种证明，而文献［３］通过推导的密度函数与正态分布的密度函数的 Ｋｕｌｌｂａｃｋ－
ｌｅｉｂｌｅｒ（Ｋ－Ｌ）距离［４］的上界表达式的极限趋于零，给出它们一致渐近正态性的另一种证明．而文献［５］
以ｔ（ｎ）分布给出检验分布的Ｋ－Ｓ统计量与样本容量的关系，结合图形处理了多维正态性检验问题．文

献［６，７］基于分布函数最大绝对偏差（ＭＡＥ ）给出近似Ｆ（ｍ，ｎ）分布和近似χ２（ｎ）分布的多种算法和

数值模拟，但未对特定误差范围的最小自由度选取进行探讨．文献［８］给出渐近ｔ（ｎ）分布下参数及公差

估计的统一形式和数值模拟．另外在众多的概率统计教科书中，也有各种分布的渐近正态性描述，但对

于实际问题中的近似正态计算，通常只是笼统地指出，当自由度很大（或某些极限条件满足）时，可利用

正态分布表来查出相应的概率值．这样的说法，过于模糊，对于实际问题的近似计算没有明确的指导意

义，也不利于教学实践的开展．如果能够指出具体条件值，比如上述三个抽样分布中自由度不低于多少

时可以采用正态分布近似，再给出近似的误差不超过多少等，这样就能比较圆满地解决渐近正态性的理

论和实践的两方面问题，并为渐近正态性的实际应用提供具体的参考，同时对渐近正态性的教学也有个

更直观而深刻的认识，同时也促进了统计中三大抽样分布的教学思考．
本文基于ｔ（ｎ），χ２（ｎ）和Ｆ（ｍ，ｎ）分布的渐近正态性，借助随机模拟构建等距或随机抽样点处与

正态分布的绝对偏差量与自由度的非线性模型，给出满足某种偏差条件时最小自由度的估计．

１　三大抽样分布的渐近正态性

概率统计类的教科书通常会给出如下结论

设随机变量χｎ ～χ２（ｎ），Ｔｎ ～ｔ（ｎ），Ｆｍ，ｎ ～Ｆ（ｍ，ｎ），令

Ｘｎ ＝χｎ－ｎ
２槡ｎ

，　Ｚｍ，ｎ ＝
Ｆｍ，ｎ－ ｎ
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在这个结论中，我们无法看出在自由度ｎ（或ｍ，ｎ）最小取何值时可采用正态分布进行近似计算．

为给出渐近正态性的直观认识，基于ｔ（ｎ）和χ２（ｎ）分布和上述结论，分别编写Ｒ程序（见附录中的程序

１）生成分布函数图．特别地，用Ｒ软件实现概率统计直观教学已逐渐普及．

图１　ｔ（ｎ）分布（左）和χ２（ｎ）分布（右）与正态分布的分布函数比较

从图１看出，不同的自由度ｎ对于近似计算的误差是不同的，随着自由度的增大ｔ（ｎ）分布的分布

函数逐渐逼近标准正态分布的分布函数，误差同时也逐步减小．到底自由度ｎ取多大才可用正态分布近

似呢？这是数理统计教学中学生比较困惑的问题，也是本文要解决的主要问题．

２　求解使用正态分布替代的最小自由度

２．１　基于平均偏差平方和的分析

ｔ（ｎ）分布的形态与标准正态分布极其相似，为了对两者的偏差进行分析，我们采取以下两种抽样

手段

（ｉ）等间距取点，以间隔ｄｘ从区间 ［－Ａ，Ａ］（Ａ＞０）中提取足够的样本点；
（ｉｉ）将区间 ［－Ａ，Ａ］（Ａ＞０）细分成３个子区间，不同区间抽取不同数量的样本点．
然后计算两种分布逐点的偏差平方的和，并与自由度ｎ构成二维数组，用作分析和绘图，具体见附

录中的程序２．

图２　平均偏差平方和随自由度ｎ的拟合图

从图２的模拟结果看，随着自由度ｎ的增大，平均偏差平方和急剧下降，随后平稳．直观判断ｎ≥２０
时，平均偏差平方和几乎接近于０，达到较高的近似程度．从图形判断并经过回归拟合，我们发现一个有

趣的结果，这个平均偏差平方和与自由度ｎ之间形成非常完美的非线性关系．这里可引发学生思考．
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　　记ｘ为自由度ｎ，ｙ为平均偏差平方和，则非线性回归模型可表示为

ｙ＝ １
ａ＋ｂｘ２

． （２）

求解该模型参数的Ｒ程序及参数检验见附录中的程序２，模型（２）的拟合效果图见图２（红色虚线）．
从图２对比可知，模型（２）很好地拟合了平均偏差平方和与自由度（几乎重合），其估计为

ｙ^＝ １
１５．１３３７＋８８．０７３７ｘ２

． （３）

再回看图１可知，ｔ（ｎ）分布与正态分布发生较大偏差的地方集中在分布的两端，但ｔ（ｎ）分布为对称分

布，两侧可能会相互抵消．为此我们将区间划分成 ［－３．５，－１）、［－１，１）和［１，３．５］三个子区间，然后

按照３∶１∶３的比例等距（或随机）取点．经多次模拟计算比较，我们没有发现平均偏差平方和与图２相

比有明显变化．为此我们改变策略，按照１∶５∶１的比例等距（或随机）抽样进行模拟，我们发现此时的

平均偏差平方和与图２相比有了些变化，如图３所示．

图３不同取点法下平均偏差平方和随自由度ｎ的变化

比较图２和图３可知，以分区域不等比例方式采样得到的平均偏差平方和比全区间等距采样得到

的相对偏小，但没有特别显著的差异．倒是非线性回归方程的系数变化较大，下面给出按照１∶５∶１的

比例分别在三个区间等距采样计算的平均偏差平方和与自由度的回归模型

ｙ^＝ １
３７．４９４９＋１４４．０６４１ｘ２

． （４）

有了非线性回归方程（３）和（４），就可以通过给定平均偏差平方和来确定最小自由度，这属于回归中的控

制问题．不过此处可以简单计算一下，比如平均偏差平方和取为０．００００２５时，模型（３）得到ｎ＝２１．３１，
而模型（４）得到ｎ＝１６．６６，此时可分别取自由度为２２和１７．
２．２　基于平均绝对偏差的分析

按照２．１取样本点，然后计算两种分布的逐点的绝对偏差，求和取平均，并与自由度ｎ构成二维数

组．经分析和模拟计算，采用绝对偏差和时，等距取点和分区间不等比例取点还是有差距的（见图４），拟
合采用的非线性回归模型也不一样．下面给出相应的图形和回归模型，以便直观比较．

全区间等距抽样情况下，非线性回归方程和拟合图形（见图５）如下

ｙ^＝ １
０．２６８６７＋１０．５２４７２ｘ

． （５）

而分区间不等比例抽样情况下，非线性回归方程和拟合图形（见图６）如下

ｙ^＝ １
１．８６８０９＋１３．７７５１３ｘ

． （６）

此时若取绝对偏差为０．００５，可得两种情况下的自由度分别为１８．９８和１４．３８，则取自由度分别为

１９和１５．为验证２．１和２．２模型得出的结论，我们从［－３．５，３．５］区间中随机抽取５０００个点，计算上述

四种自由度下的ｔ（ｎ）分布和Ｎ（０，１）的分布函数值的绝对偏差及其基本统计量，同时也给出
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图４　平均绝对偏差和与自由度　　　　图５　等距抽样拟合　　　　图６不等比抽样拟合

表１　分布函数值的绝对偏差统计（基于某次随机模拟）

自由度 平均值 中位数 标准差 最小值 最大值 Ｋ－Ｌ距离

２２　 ０．００３　９６５　 ０．００３　９３０　 ０．００２　２１３　 ０．０００　０１０　 ０．００７　１３６　 ０．００９　８５５

１９　 ０．００４　６１３　 ０．００４　５９２　 ０．００２　５４５　 ０．０００　０１２　 ０．００８　２５２　 ０．０１２　１２３

１６　 ０．００５　５１５　 ０．００５　４８４　 ０．００２　９９５　 ０．０００　０１４　 ０．００９　７８２　 ０．０１５　５９５

１５　 ０．００５　８９８　 ０．００５　８７６　 ０．００３　１８０　 ０．０００　０１５　 ０．０１０　４２６　 ０．０１７　１９０

文献［３］中ｔ（ｎ）分布与正态分布的Ｋ－Ｌ距离的上界值，该分布的Ｋ－Ｌ距离定义如下

（Ｉ　ｔ（ｎ）， （Ｎ　０，ｎｎ　－ ））２ ＜ ｎ＋２
２（ｎ２－ｎ－２）－

１
２ｎ＋

１
８ｎ２（ｎ＋２）＋

１
６（ｎ－１）－

ｎ＋１
３６ｎ（ｎ－２）

． （７）

绘制（７）式中自由度ｎ与Ｋ－Ｌ距离的关系图

图７　ｔ分布的Ｋ－Ｌ距离与自由度关系

图７揭示了从理论上推导出来的自由度ｎ与Ｋ－Ｌ距离的关系，而本文所描述的关系是从模拟角度

推导出来的．从曲线的趋势看颇有些异曲同工，但本文的重点是给出最小自由度的估计．
２．３　卡方分布自由度的确定

文献［３］也给出了卡方分布与渐近正态分布的Ｋ－Ｌ距离上界表达式

Ｉ（χ２（ｎ），Ｎ（ｎ，２ｎ））＜ １ｎ＋
１

８ｎ３（ｎ＋２）＋
１

３ｎ（ｎ－２）－
１

３６（ｎ－２）
． （８）

配上图形可以更直观看出自由度ｎ与Ｋ－Ｌ距离的关系．具体见图８．
我们也给出模拟数据得到的平均绝对偏差和随自由度ｎ的变化图（见图９，附录中的程序３）．
从图９直观判断，使用正态分布替代卡方分布进行近似计算的自由度应不低于４０，否则可能导致

较大的误差．仿照（２）式构建非线性回归模型，估计结果如下
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ｙ^＝ １
１０．００６０６８＋０．２５３５２３ｘ２

． （９）

图８　Ｋ－Ｌ距离与自由度　　　　　　　　　图９平均绝对偏差与自由度

上述回归模型的检验结果如下（回归拟合见图１０）

Ｆｏｒｍｕｌａ：ｙ～１／（ａ＋ｂ＊ ｘ^２）

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ：

Ｅｓｔｉｍａｔｅ　 Ｓｔｄ．Ｅｒｒｏｒ　ｔ　ｖａｌｕｅ　Ｐｒ（＞｜ｔ｜）

ａ　 １０．００６０６８　０．１４７１７２　 ６７．９９ ＜２ｅ－１６＊＊＊
ｂ　 ０．２５３５２３　 ０．００７６３５　 ３３．２０ ＜２ｅ－１６＊＊＊
Ｒｅｓｉｄｕａｌ　ｓｔａｎｄａｒｄ　ｅｒｒｏｒ：０．００２０６１ｏｎ　９８ｄｅｇｒｅｅｓ　ｏｆ　ｆｒｅｅｄｏｍ
Ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ　ｔｏ　ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ：９　　　　　Ａｃｈｉｅｖｅｄ　ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｔｏｌｅｒａｎｃｅ：６．８２６ｅ－０６

　注　只给出主要信息

图１０　卡方分布的平均绝对偏差与自由度ｎ

表２　平均绝对偏差与自由度ｎ

偏差 ０．００１　 ０．００１５　 ０．００２　 ０．００２５　 ０．００３　 ０．００３５　 ０．００４　 ０．００４５　 ０．００５

ｎ　 ６２．４９　 ５０．８９　 ４３．９６　 ３９．２２　 ３５．７１　 ３２．９８　 ３０．７７　 ２８．９３　 ２７．３８

ｎ取整 ６３　 ５１　 ４４　 ４０　 ３６　 ３３　 ３１　 ２９　 ２８

２．４　Ｆ分布自由度的确定

Ｆ分布有两个自由度，通常认为两个自由度都较大时可采用正态分布近似，见（１）式．先直观了解下

采用２．１～２．３方法处理时，Ｆ分布与正态分布平均绝对偏差和随自由度的变化（附录中的程序４）．
图１１是每隔５个单位取第二自由度ｎ来绘制平均绝对偏差和关于第一自由度ｍ 的曲线．从该图直

观看出，随着自由度ｎ，ｍ的增大，平均绝对偏差和都能呈现出逐减减小的趋势；当ｎ较小时，该值随自

由度ｍ的增大而减小的速度很慢，而且似乎只能减小到一定程度，无法趋于０；当ｎ较大时，该值随自由

度ｍ增大而减小的速度非常快，呈现出与ｔ分布和卡方分布相同的特性，且能快速趋于０．当ｎ＝２０时，
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偏差降到约０．０３２处就非常平稳了，而当ｎ＞＝２５时，还有下 降 趋 势．因 此 第 二 自 由 度 至 少 也 要 达 到

２５，而第一自由度ｍ可以通过构造基于第二自由度ｎ的非线性回归模型来进行确定．

图１１　平均绝对偏差与自由度（ｍ，ｎ）

经大量模拟测试，我们发现在第二自由度ｎ确定时较合适的非线性回归模型为

ｙ（ｎ）＝ａ（ｎ）＋ １
ｂ（ｎ）ｘ（ｎ）

， （１０）

其中ｘ（ｎ），ｙ（ｎ）分别表示第二自由度ｎ给定时的第一自由度和平均绝对偏差，而回归系数ａ（ｎ），ｂ（ｎ） 同样

是基于第二自由度．下面给出ｎ取（２５，３０，３５，…，６０）时，平均绝对偏差与第一自由度的拟合曲线．

图１２　平均绝对偏差与第一自由度ｍ的拟合曲线

表３　平均绝对偏差与自由度（ｍ，ｎ）回归系数

ｎ　 ２５　 ３０　 ３５　 ４０　 ４５　 ５０　 ５５　 ６０

ａ（ｎ） ０．０２４　４８６　０．０１６　１２５　０．０１０　０８１　０．００６　３０８　０．００４　０６７　０．００２　７３５　０．００１　９２３　０．００１　４０９

ｂ（ｎ） ７．３６４　５７４　６．６２５　０５３　６．１９０　３５９　５．９８９　０２６　５．９１４　６６０　５．９０２　８１５　５．９１９　８７１　９．９４９　０６０

通过模型及对应系数，可以很容易求解并选择第一自由度，具体方法参考２．１，２．２，２．３部分，而绘

制图１２及计算表３数据的Ｒ程序见附录中的程序４和程序５．

３　总　　结

本文只是对三大经典抽样分布在使用正态分布近似计算时，为满足一定的误差精度，其自由度应满

足的条件作了一个有趣的探讨．最有意思的是构造的平均绝对偏差与自由度之间满足非线性回归模型，
从而可通过回归模型给出指定偏差精度下的最小自由度估计，较好地解决了教学中分布自由度与渐近

正态性之间的数量关系问题．这种方法或许可以扩展到其他具有渐近正态性的分布上．

６８ 大　学　数　学　　　　　　　　　　　　　　第３３卷
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程序附录

程序１－分布函数比较
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　　程序２－平均偏差平方和与自由度的拟合
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程序３－Ｋ－Ｌ距离与自由度关系
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