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1 引言
数学是一门“思而知之”的学科，数学学习的核心

在于培养学生解决数学问题的能力，而且数学在对学

生的思维训练方面具有其他任何学科无法替代的功

能。 文献［1］从一类问题的解法角度分析了学生学习
和创新能力的培养。 文献［2，3］结合分层教学阐述了
学生能力培养的重要性。 文献［4，5］提到基于问题驱
动、任务驱动、反例教学法和情景教学法等来培养学

生分析和解决问题的能力。 文献［6］阐述了数学思维
训练与各种能力培养的关系。大部分文献缺少对能力

层次进行细分，也较少涉及对能力层次动态变化的跟

踪。 众所周知，学生各项能力的差异对教学将产生直

接的影响。当下，基础课教学课时常被压缩，在教学过

程中及时把握学生学习能力层次变化,适时地调整教
学模式已成为因材施教和分层教学的关键。

“概率论与数理统计”作为一门本科阶段全校性的

公共基础课,已多年实行教考分离，统考统改。 在教学
改革上也做了很多工作。但在划分学生学习能力层次

以及如何评价学生掌握知识和综合应用水平方面，工

作还比较欠缺，有待完善。本文通过“概率论与数理统

计”中一道综合题的多种解法尝试将学生的学习能力

层次划分为：理解偏差型、基本型、理解应用型和融会

贯通型四种类型，并对其进行合理分析，旨在为分层

教学 ［2，3］的推进提供一种测度参考，也为课程的多层

次综合考核与评价提供一种思路。

例：设 X1，X2，……X2n相互独立且均服从 N（μ，σ2），

记 X= 1
2n

2n

i = 1
ΣXi，求 E〔

n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕

这是一道综合了数学期望、独立同分布样本和正

态抽样等知识点的例题， 曾作为某年全国的考研题。

该题设计巧妙，能够从不同的角度，且只需应用初级

的方法就能得出不同的解题思路和解法。

2 基础知识
授课知识点：设 X1，X2，……Xn；Y1，Y2，……Yn独立

同分布，Xi~N（μ，σ2），i=1，2，……n，则 E（Xi2）=（EXi）2+
D（Xi）=μ2+σ2，E（XiXj）=E（Xi）E（Xj）=μ2 （1.1）

X~N（μ，σ2/n），E（X）=μ，E（X2）+D（X）=μ2+ 1
n σ2

（1.2）

E（XiX）= 1
n Σ

n

i=1E（XiXj）= 1
n

（μ2+σ2+（n-1）μ2）=

μ2+ 1
n σ2=E（X2） （1.3）

ES2=σ2，E〔Σn

i=1（Xi-X）2〕=（n-1）σ2 （1.4）

分别存在不全为零的常数 ai，bi，Σ
n

i=1aiXi与Σn

i=1biYi
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也相互独立，且有 （1.5）

Σ n

i=1aiXi~N（Σ n

i=1ai，σ2Σ n

i=1ai2）与Σ
n

i=1biYi~

N（Σn

i=1ai，σ2Σn

i=1bi2） （1.6）

特别地对于 i，j，有 E（Xi-X）（Yj-Y）=0 （1.7）

Xi+Yj~N（2μ，σ2），Xi+Yj~N（2μ，σ2） （1.8）

E〔（Xi-X）（Yj-Y）〕=cov（Xi-X，Xj-X）= 1
n σ2 （i≠j）

（1.9）
3 常见错误及能力层次分析
3.1独立性错误
学生在理解统计量与样本关系的时候存在一定

的误区 ，误认为 X1，X2，i=1，2，…，2n，之间是相互独
立。 比如出现如下的计算过程：

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=i=

n

i = 1
ΣE（Xi+Xn+i-2X）2

=
n

i = 1
Σ［｛E（Xi+Xn+i-2X）｝2+D（Xi+Xn+i-2X）］

=
n

i = 1
ΣD（Xi+Xn+i-2X）=

n

i = 1
Σ［｛D（Xi）+D（Xn+i）-D（2X）｝

=2（n+1）σ2

3.2 等价错误

E
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2=E

n

i = 1
Σ（（Xi-X）+（Xn+1-X））2

=
2n

i = 1
ΣE（Xi-X）2+2

n

i = 1
Σcov（Xi-X，Xn+1-X）

把 X 当作常数而认为协方差 cov（Xi-X，Xn+1-X）=
0，从而忽略了交互项，说明学生对统计量与样本的关
系没有理解透彻。

不妨将产生上述错误的学生的能力层次定位为

理解偏差型。 在教学中，应对该类型的学生加以概念

强化，解决其认识上的误区，使其尽快跟上整体教学

进度。

4 正确解法评析及能力层次分析
4.1 平方展开法 1

E 〔
n

i = 1
Σ （Xi+Xn+i-2X）2〕=E 〔

n

i = 1
Σ （Xi2+Xn+i2+4X2+

2XiXn+i-2XiX-4Xn+iX）2〕

=
n

i = 1
Σ（E（Xi2）+E（X2n+i）+4E（X2）+2E（XiXn+i）-4E（XiX）-

4E（Xn+iX））

=
n

i = 1
Σ（2μ2+2σ2+4μ2+ 2

n σ2+2μ2-8μ2- 4
n σ2）

=2（n-1）σ2

4.2 平方展开法 2

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=E〔

n

i = 1
Σ｛（Xi+Xn+i）-2X）｝2〕

=
n

i = 1
Σ｛E（Xi+Xn+i）2-4E（X2）-4E（XXi+XXn+i）｝2

=
n

i = 1
Σ｛4μ2+2σ2+4μ2+ 2

n σ2-8μ2- 4
n σ2｝

=
n

i = 1
Σ｛2σ2- 2

n σ2｝=2（n-1）σ2 .

此法是数学学习中最基本的一种方法。因此从知
识掌握和能力层次来说，使用该方法的学生，懂得样
本、独立同分布的基本概念和基本性质，能熟练使用
（1.1）到（1.3）式，具有一定的计算和推导能力。但总体
上还处于套用公式的初级阶段，其融会贯通和综合应
用能力还有待大力提升，属于基本型 I。

4.3 均值分配法

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=E〔

n

i = 1
Σ［（Xi-X）+（Xn+1-X）］2〕

=E〔
n

i = 1
Σ［（Xi-X）2+（Xn+1-X）2+2（Xi-X）（Xn+1-X）］〕

=2nE（X1-X）2+2nE（X1-X）（Xn+1-X）
=2n［EX12-4EX1X+2EX2+EX1Xn+1］

=2n［μ2+σ2-4μ2- 2
n σ2+2μ2+ 1

n σ2+μ2］=2（n-1）σ2 .

均值分配法实际上是方法 3.1 的变形，想从 2X 处
入手寻找一种求解的捷径。 利用了独立同分布特性，
得到 E（Xi-X）2=E（Xj-X）2以及 E（XiX）=E（XjX），在一
定程度上简化了求解过程。因此使用该方法的学生对
独立同分布的理解基本到位， 有一定的应用能力，但
还有待提升，属于基本型 II。

4.4 公式套用法

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=

n

i = 1
ΣE（Xi+Xn+i-2X）2

=
n

i = 1
Σ｛D（Xi+Xn+i-2X）+（E（Xi+Xn+i-2X））2｝

=
n

i = 1
Σ｛D（Xi+Xn+i-2X）｝

=
n

i = 1
Σ｛D（Xi）+D（Xn+i）+D（2X）+2cov（Xi，Xn+i）-2cov

i≠j

84



2017年第 1期

（Xi，2X）-2cov（Xn+i，2X）｝

=
n

i = 1
Σ［σ2+σ2-+ 2

n σ2+0-4 1
2n σ2-4 1

2n σ2］

=2（n-1）σ2 .
此法实际上应用了（1.1）式和协方差的计算，在

一定程度上简化了求解过程。因此使用该方法的学生

对独立同分布的理解到位，熟悉方差计算公式，且有

一定的应用能力，但还有待提升，属于基本型 II。

4.5 均值分配转化

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕

=E〔
n

i = 1
Σ［（Xi-X）2+（Xn+1-X）2+2（Xi-X）（Xn+1-X）］〕

=E
2n

i = 1
Σ（Xi-X）2+2ncov（Xi-X，Xn+1-X）

=2（n-1）σ2-σ2=2（n-1）σ2 .
该方法先利用均值分配展开，再转化成样本方差

和协方差形式，利用（1.4）和（1.9）式快速得出结果。说
明使用该方法的学生对样本方差的期望及协方差的

性质及计算非常熟练，基本功扎实，综合应用的能力

也很强，这类学生可跨入理解应用型，但还有提高的

空间。

4.6 均值分解法

令 X（1）= 1
n

n

i = 1
ΣXi，X（2）= 1

n

2n

i=n+1
ΣXi，则 2X=X（1）+X（2），且

E
n

i = 1
Σ（Xi-X （1））2=（n-1）σ2，E

n

i = 1
Σ（Xn+i-X （2））2=（n-1）σ2，

由（1.7）式得 E（Xi-X（1））（Xn+i-X（2））=0，i=1，2，…，n，则

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=E〔

n

i = 1
Σ［（Xi-X（1））+（Xn+i-X（2））］2〕

=E
n

i = 1
Σ（Xi-X（1））2+E

n

i = 1
Σ（Xn+i-X（2））2+2E〔

n

i = 1
Σ（Xi-X（1））+

（Xn+i-X（2））〕=（n-1）σ2+（n-1）σ2+0=2（n-1）σ2 .
此法巧妙地将 2X 分解成 X（1）+X（2），将 2n 个随机

变量的问题分解成前后各 n 个随机变量的问题，并充
分利用正态抽样定理和独立同分布的特性，大大简化

了问题的计算，快速得到了答案。由此可见，使用该方

法的学生对于样本及其独立同分布特性和统计量的

理解已经很熟悉了，懂得变通和构造统计量，综合应

用的能力也很强，使用了（1.1）到（1.7）式，应归入理解

应用型。

4.7 分布法

令 Yi=Xi+Xn+i-2X，由（1.6）式可求得，Yi=（1- 1
n

）

（Xi+Xn+i）- 1
n Σ

2n

j=1Xj~N（0， 2n-2
n σ2） 再由期望的性

质，可得 E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=

n

i = 1
ΣE（Yi）2=

n

i = 1
Σ（［E（Yi）］2）

+D（Yi）)=2（n-1）σ2 .
此法利用了独立正态随机变量序列的可加性，求

得每个子项所服从的正态分布，然后利用期望线性可

加的特性求得结果。能够作出这样的推导说明学生对

于正态独立可加性以及期望和方差的计算公式领会

比较到位，数学逻辑推导能力较强，这类学生可归入

理解应用型。

4.8 巧用正态性质法

令 Yi=Xi+Xn+i，则 Yi~NN（μ，σ2），2X= 1
n

n

i = 1
ΣYi=Y，

由（1.5）式知构造得新变量 Yi 之间是相互独立得，且

由（1.4）式可直接得：

E〔
n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕=E〔

n

i = 1
Σ（Yi-2Y）2〕

=（n-1）（2σ2）=2（n-1）σ2 .
当然，由上述假设，结合正态抽样定理及卡方分

布的期望等于自由度的性质，易得
n

i = 1
Σ（Yi-2Y）2

2σ2 ~x2（n-1） E〔 1
2σ2

n

i = 1
Σ（Yi-2Y）2〕

=n-1，

则有 E〔
n

i = 1
Σ（Yi-2Y）2〕=E〔

n

i = 1
Σ（Xi+Xn+i-2X）2〕

=2（n-1）σ2 .
上述这两个解法本质上是一致，均利用了样本方

差是总体方差的无偏估计。 相对于法 3.6 而言，法 3.7
的两种形式就更为简洁巧妙了。能够想到该方法的学

生足以说明其充分掌握了正态总体抽样的各种性质

和及其抽样定理，并能非常熟练地加以变形、构造和

应用。这类学生学习能力很强，数学推证技巧娴熟, 且
透着一股追求完美的数学情怀，应属于融会贯通型。

5 总结与建议
学生在学习中会存在比较明显的能力和效率差

i≠j，n+i
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异，这就要求教学模式也要适应这种差异，以学生为

核心进行合理的分层教学和因材施教是现代教育发

展的必然趋势。 文献［2，3］详细探讨了分层教学的诸
多问题，我们认为实施分层教学的关键在于适时地监

测并掌握学生的能力层次分布。多年的教学实践表明

通过作业反馈的方式来获取学生学习效果的第一手

信息，是非常有价值的，但不一定是高效的，原因在于

作业反馈相对于教学而言是滞后的。但是基于长期的

作业跟踪和信息反馈，还是能够比较准确地把握学生

掌握课程内容的情况，为及时调整教学模式提供数据

依据，以便实施动态的分层教学。

除了及时跟进作业的反馈外， 对于作业难易度、

综合性等，也是需要刻意把握的，我们认为比较有效

的形式包括：

（1）在学习某章内容时，所布置的作业应尽量综
合考查到该章的大部分知识点，并有意识地加入能反

映能力层次的部分，做好学生作业情况的反馈登记；

（2）在学习了多章内容后，尽量布置综合多章内
容的作业，意在训练学生融会贯通的能力和综合应用

水平，同样要做好学生作业情况的反馈登记；

（3）通过设计和构建网络测试平台，建设课程的

标准题库并植入手机 App，将每章的知识点设计成标
准题，并将其作为作业的一部分，直接在网上限时完

成。 这样做的目的是教师可通过测试结果，建立统计

分析模型， 动态地把握学生整体和个体的学习程度，

以便及时作出教学上应对策略。

（4）构建基于 App 的网络答疑平台，以最便捷的
模式建立起教师和学生之间的沟通桥梁，突破时间和

空间的限制，实现答疑解惑的高效性。

上述（1）（2）项工作是教学的常规动作，主要依靠
任课教师完成；（3）（4）两项工作已列入 2015 年的校级
教学改革项目，目前处在内部测试阶段。

通过作业和测试平台的反馈信息实施动态调整

是教学的一种尝试，需要整个基础课教学团队的协同

合作，也是一个系统工程。 作业和测试平台的反馈还

有很多附加作用，其价值包括但不限于以下三个方面：

首先解决平时成绩的合理评价问题；其次便于课程负

责人客观地掌握全校学生的学习情况和能力层次分

布，以便在期末统考命题出卷中做到客观，避免出现

严重的偏态现象；便于来年制定更加合理的授课计划

和授课进度，为教学的顺利开展提供重要的数据分析

支撑。
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